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W.1 WAHRSCHEINLICHKEITEN

Wahrscheinlichkeit

W.1 Wahrscheinlichkeiten

W.1.1 Ereignisraum, Grundraum

Ereignisraum: Der Ereignisraum oder Grundraum € ist die
Menge aller moglichen Ereignisse eines Zufallexperiments. Die
Elemente w € €2 heissen Elementarereignisse.

Ereignis: Ein Ereignis A C Q ist eine Teilmenge von (2.

Die Klasse aller beobachtbaren Ereignisse F ist eine Teilmenge
der Potenzmenge P(2) von (.

W.1.2 Wahrscheinlichkeitsmass

Wahrscheinlichkeitsmass: Ein Wahrscheinlichkeitsmass P
ist eine Abbildung P : 7 — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:
i: P[] =1.
ii: P[A4] > 0 fiir alle A € F.
iii: P[U;2, 4] = >0, P[A;] falls A; N A; = 0 fiir i # 5.

Aus den Axiomen i bis iii folgen direkt die Rechenregeln:
i: P[A°] =1 - P[A].

ii: P[0] = 0.

iii: AC B = P[A] <P[B].

iv: P[AU B] = P[A] + P[B] — P[A N B] (Additionsregel).

W.1.3 Endliche Riume

Fiir einen endlichen Raum Q = {w;, ..
fir alle 1 < i < n gilt

.,wn} mit [P[wi] = p;

P[A] =

sz‘

7 mit w; EA

Laplace-Raum: In einem Laplace-Raum sind alle Ereignisse

Wi, .. .,wn gleich wahrscheinlich (p; = p; fiir alle 4, j). Es gilt
dann A
P[A] = —
|€2]

W.1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit: Seien A, B Ereignisse und
P[A4] > 0, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von B
gegeben A definiert durch:

P[AN B

PIB A= =5

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt die
Multiplikationsregel:

P[AN B] = P[B | AJP[A]

Satz (Totale Wahrscheinlichkeit): Sei Aj<;<, eine dis-
junkte Zerlegung von (2, dann gilt fiir ein beliebiges Ereignis
B:

P[B] =) PIB| A]P[A)]

i=1
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Satz (Formel von Bayes): Sei Aj,..., A, eine disjunkte
Zerlegung von  mit P[A;] > 0 fiir alle ¢ und B ein Ereignis
mit P[B] > 0, dann gilt fiir jedes k:

P[B | Ax]P[Ag]

P[Ay | B] = ¢ P[B| AJP[A)]

W.1.5 Unabhéngigkeit

., A, heissen unab-
Jkm} C{1,...,n}

Unabhingigkeit: Die Ereignisse Aq,..
hédngig, wenn fir alle m € N und {kq,...
gilt

m

(4

i=1

m

= [ PlAx].

=1

P

Hinweis: Bei unabhéngigen Ereignissen A, B hat das Eintre-
ten des einen Ereignisses keinen Einfluss auf die Wahrschein-

lichkeit des anderen Ereignisses: P[B | A] = [P[Df[gf] = P[B]

W.2 Zufallsvariablen

Zufallsvariable: Eine Zufallsvariable X auf Q) ist eine Funk-
tion X : - W(X) C R. Jedes Elementarereignis w wird auf
eine Zahl X (w) abgebildet.

Verteilungsfunktion: Die Verteilungsfunktion einer Zu-
fallsvariable X ist die Abbildung Fx : R — [0, 1],

Fx(t) :=P[X <] :=P{w | X(w) < t}].

Jede Verteilungsfunktion F'xy hat folgende Eigenschaften:
i: a <b= Fx(a) < Fx(b) (monoton wachsend).
ii: lim Fx(t) = Fx(u) (rechtsstetig).

t—=u,t>u
iii: lim Fx(t) =0und lim Fx(t) =1.
t——o0 t—o00

W.2.1 Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable heisst diskret, falls ihr Wertebereich
W(X) endlich oder abzihlbar ist.

Gewichtsfunktion: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder
Gewichtsfunktion einer diskreten Zufallsvariable X ist gege-
ben durch

px(z) = { g[X =7l

Eine Gewichtsfunktion weist folgende Eigenschaften auf:
i: px(z) €[0,1] fiir alle .
ii: EziGW(X)pX(xi) =1.

fir z € W(X)
sonst

Diskrete Verteilungsfunktion: Die Verteilungsfunktion
Fx einer diskreten Zufallsvariable X mit Wertebereich
W(X) = {z1,...,z,} ist die Funktion

Fx(t) = [P[X S t] = Z px(l'k)

zp EW(X)
zp <t
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W.2 ZUFALLSVARIABLEN

W.2.2 Stetige Zufallsvariablen

Dichte: Eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
Fx (t) heisst stetig mit Dichte fx : R — [0,00), falls gilt

¢
Fx(t) = / fx(s)ds fir allet e R.

Fiir eine Dichtefunktion fx gilt:
ir fx(t) >0 fiir alle t € R.
ii: [7 fx(s)ds = 1.

Hinweis: Es gilt & Fx(t) =
stetig ist.

fx(t) falls fx an der Stelle ¢

W.2.3 Transformation von Zufallsvariablen

Satz: Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und
fx(@t)=0fiirt¢ I CR. Seig:R — R stetig differenzierbar
und streng monoton auf I mit Umkehrfunktion g~!. Dann
hat die Zufallsvariable Y := g(X) die Dichte

sont

B { Fx(g7 O)lgGa ()] fiir t € {g(x) |z € I}
=9

Beispiel (Lineare Transformation): Aus Y := aX +b mit

a>0,b € R folgt
Fy(t):ﬂD[aXJFbgt]:[P{th_b} = Fy (t_b>
a a

und mit der Kettenregel ergibt sich
d 1 t—>b

—Fy(t) = - .

dt v(®) an < a )

Beispiel (Nichtlineare Transformation): Aus Y := X?2
folgt

fr(t) =

Fy(t) = PIX? < f] = P[-vE < X < Vi] = Fx (Vi) —Fx (—vA)
und somit

d fx (Vt) + fx (=)

fr(t) = aFY(t) = Vi

W.2.4 Simulation von Verteilungen

Satz: Sei F' eine stetige und streng monoton wachsende Ver-
teilungsfunktion mit Umkehrfunktion F~1. Ist X ~ U(0,1)
und Y := F~}(X), so hat Y die Verteilungsfunktion F.

Beispiel: Um die Verteilung Exp(A) zu simulieren bestimmt
man zu der Verteilungsfunktion F(t) = 1 — e~ ** fiir ¢ > 0 die

Inverse F~'(t) = —80=1 Mit U ~ /(0,1) erhilt man

_log(1-0)

X:=FYU)= 3

~ Exp(A).
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W.2.5 Erwartungswert

Diskreter Erwartungswert: Ist X diskrete Zufallsvariable
mit Gewichtsfunktion px, so ist der Erwartungswert von X

definiert als
Z zipx (i),
z; EW(X)

E[X] :=

sofern diese Reihe konvergiert.

Stetiger Erwartungswert: Falls X eine stetige Zufallsva-
riable mit Dichte fx ist, dann ist der Erwartungswert von X
definiert als

E[X]:= /OO zfx(z)dz,

—0o0

falls das Integral konvergiert.

Satz (4.1): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Gewichts-
funktion px und Y := g(X), dann gilt

> gl@ipx ().

z; EW(X)

Falls X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx ist, ist ana-
log

E[Y] = E[g(X)] = /

— 00

9(x) fx (z)dx

W.2.6 Varianz und Standardabweichung

Varianz: Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?] < co. Die Va-
rianz von X ist definiert als

Var[X] := E [(X — E(X))?].

Hinweis: Nach Satz 4.1 14sst sich die Varianz folgendermas-
sen berechnen:

Var[X] = /m (2 — E[X])2fx ()de

— 00

Standardabweichung: Die Standardabweichung einer Zu-
fallsvariable X ist

ox =/ Var[X].

W.3 Wichtige Verteilungen

W.3.1 Diskrete Verteilungen

W.3.1.1 Diskrete Gleichverteilung
Zufallsvariable X mit Wertebereich W(X) = {z1,...,z,}
und alle Werte haben die gleiche Wahrscheinlichkeit falls

1
px(x;) = - firie{1,...,n}

Beispiel (Wiirfeln): Die Zufallsvariable X gibt die Augen-

zahl bei einem Wiirfelwurf an. Der Wertebereich ist also
W =1{1,2,3,4,5,6} und somit n = 6.

SEITE 3

W.3 WICHTIGE VERTEILUNGEN

W.3.1.2 Bernoulli-Verteilung

Eine bernoulli-verteilte Zufallsvariable X ~ Be(p) mit Para-
meter p € [0,1] nimmt die Werte 0 und 1 mit Wahrschein-
lichkeiten

px(1)=p und px(0)=1-p

an. Eine alternative Schreibweise ist

pw={ {0

x €{0,1}
sonst.

Erwartungswert : p
Varianz :p(l—p)

Beispiel (Miinzwurf): Ein fairer Miinzwurf ist bernoulli-
verteilt mit Parameter p = % Fiir einen Parameter p # %
wire der Miinzwurf unfair.

W.3.1.3 Binomialverteilung

Die Gewichtsfunktion px einer binomial-verteilten Zufallsva-
riable X ~ Bin(n,p) mit Parameter n € N und p € [0, 1] ist
gegeben durch

pz(k) = (Z)pk(l —p)" 7 fir k€ {0,...,n}

Erwartungswert : np
Varianz :np(l —p)

X ist die Anzahl der Erfolge k bei n unabhingigen Wiederho-
lungen eines Bernoulli-Experiments. Es gibt (}) verschiedene
Moglichkeiten bei n Versuchen k-mal erfolgreich zu sein. Je-
der dieser Moglichkeit hat Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"~*.

W.3.1.4 Geometrische Verteilung

Die Gewichtsfunktion px einer geometrisch-gleichverteilten
Zufallsvariable X ~ Geom(p) mit Parameter p € [0,1] ist
gegeben durch

px (k) =p(1 fp)k*1 fir k € {1,2,...}

Erwartungswert : -
Varianz z 1%(1 —p)

Beispiel (Wartezeit): Die Geometrische Verteilung ist
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl X Bernoulli-
Versuche, die notwendig sind, um den ersten Erfolg zu erzie-
len. Fiir die Anzahl Wiirfelfwiirfe, die man braucht um eine
6 zu wiirfeln, ist p = %

W.3.1.5 Negativbinomiale Verteilung

Die Gewichtsfunktion px einer negativ-binomial-verteilten
Zufallsvariable X mit Parameter » € N und p € [0,1] ist
gegeben durch

k—1
r—1

px(k) = ( )pr(l —p)FT fiir k€ {r,r+1,...}
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Erwartungswert :

T
i p
Varianz L

2(1_p)

=

X entspricht der Wartezeit auf den r-ten Erfolg. Es gibt (’f:})
moglichkeiten fiir r — 1 Erfolge bei k — 1 Versuchen; der r-te
Erfolg tritt ja beim k-ten Versuch ein.

W.3.1.6 Hypergeometrische Verteilung

Die Gewichtsfunktion px einer hypergeometrisch-verteilten
Zufallsvariable X mit Parameter r,n,m € N, wobei r,m < mn,
ist gegeben durch

i DD

m

fir k € {0,...,min{r,m}}

Erwartungswert : m -

Varianz z

In einer Urne befinden sich n Gegensténde. Davon sind r
Gegenstiande vom Typ A und n — r vom Typ B. Es wer-
den m Gegensténde ohne Zuriicklegen gezogen. X beschreibt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl k der Gegen-
stinde vom Typ A in der Stichprobe.

Beispiel (Lotto): Anzahl Zahlen n = 45, richtige Zahlen
r = 6, meine Zahlen m = 6. Die Wahrscheinlichkeit fiir 4
Richtige ist

~ (0.00136.

W.3.1.7 Poisson Verteilung

Die Gewichtsfunktion px einer Poisson-verteilten Zufallsva-
riable X ~ P(A) mit Parameter X ist gegeben durch

px(k)=e fir k € {0,1,...}

k!

Erwartungswert : A
Varianz D\

Die Poisson-Verteilung eignet sich zur Modellierung von sel-
tenen Ereignissen, wie z.B. Versicherungsschiden.

Hinweis: Die Binomialverteilung Bin(n,p) kann approxima-
tiv durch die Poissonverteilung P(A) mit A = np berechnet
werden. Faustregel: Die Approximation kann fiir np? < 0.05
benutzt werden.

W.3.2 Stetige Verteilungen
W.3.2.1 Stetige Gleichverteilung

Die Dichte fx und Verteilungsfunktion Fx einer stetigen und
gleichverteilten Zufallsvariable X ~ U(a,b) mit Parameter
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W.3 WICHTIGE VERTEILUNGEN

a,b € R wobei a < b sind gegeben durch

7 firt € [a,b]
fx(t) = { 0 fiirt ¢ [a,0]
0 firt<a
Fxy = =2 fiir t € [a,b]
1 firt >0
Erwartungswert : (a +b)
Varianz : 15 (a —b)?

Beispiel: Rundungsfehler einer Messung.

W.3.2.2 Exponentialverteilung

Die Dichte fx und Verteilungsfunktion F'x einer exponential-
verteilten Zufallsvariable X ~ Exp()\) mit Parameter A > 0
sind gegeben durch

() de ™ fiirt >0
T Yo fiir t < 0
Fe(t) 1—e ™M fiirt>0
R ) fiir t < 0
Erwartungswert :

=

Varianz

Beispiel (Lebensdauer): Die Exponentialverteilung ist ei-
ne typische Lebensdauerverteilung. So ist beispielsweise die
Lebensdauer von elektronischen Bauelementen hiufig anné-
hernd exponentialverteilt.

W.3.2.3 Normalverteilung

Die Dichte fx einer normalverteilten Zufallsvariable X ~
N (i, 0%) mit Parameter p € R und o2 > 0 ist gegeben durch

1 _e-w?
= e 202
oV 2T
Fiir die Verteilungsfunktion Fx existiert kein geschlossener

Ausdruck. Deshalb werden die Werte der Verteilungsfunktion
®(t) der Standard-Normalverteilung

Ix(t)

Fx(t) = \/%e_é

mit 4 = 0 und o2 = 1 tabelliert. Fiir allgemeine Normalver-
teilungen berechnet man dann

X—p

e (52).
ag g g

FX(t)[P[th][P{

Erwartungswert : u
Varianz : o2

Beispiel: Streuung von Messwerten um den Mittelwert.
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W.4 Gemeinsame Verteilungen

Gemeinsame Verteilung: Die gemeinsame Verteilungs-
funktion von n Zufallsvariablen X1, ..., X, ist die Abbildung
F:R™—[0,1],
F(tl,...,tn) =
Gemeinsame Gewichtsfunktion: Falls X1, ..., X,, diskre-

te Zufallsvariablen sind, ist ihre gemeinsame Gewichtungs-
funktion p : R™ — [0,1] definiert durch

PIX: <t,..., Xn <t

p(x1,. .., xn) = P[X1 =21,..., X, = 2]

X, stetige Zufallsva-

itn)-
[0, 00) heisst gemeinsame Dichte von

Gemeinsame Dichte: Seien Xi,...,
riablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F'(t1,...
Die Funktion f : R™ —

Xq,..., X, falls fiir alle t; € R gilt
tl tn
F(ty,... ty, / fwl, vy Ty )day, .. day
Falls X4, ..., X, eine gemeinsame Dichte f haben, so hat die-

se folgende Eigenschaften:

i f(t1, ... tn) 2 0 fiir alle ¢; € R.

ii: fpn f(tl7 sy ty)dp =1,
iii: P[(X4q,...,X,) € Al = f(tl,...,tn)eA fte, ... tn)dp.
ive fty,..., ty) = WF(tl, ...y tp), falls definiert.

W.4.1 Randverteilungen

Randverteilung: Seien X und Y Zufallsvariablen mit ge-
meinsamer Verteilungsfunktion Fx y, dann ist die Randver-
teilung Fx : R — [0,1] von X definiert durch

Fx :=PX <z]=P[X <z,Y < o] = lim Fxy(z,y).

Y—>0o0

Fiir zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsa-
mer Gewichtsfunktion px y (z,y) ist die Gewichtsfunktion der
Randverteilung von X gegeben durch

Z[P = ZPX,Y(%%)

Fiir zwei stetige Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsa-
mer Dichte fx y(z,y) ist die Randdichte (Dichtefunktion der
Randverteilung) von X gegeben durch

= [ Ixy(z,y)dy

W.4.2 Bedingte Verteilung

Bedingte Gewichtsfunktion: Seien X und Y diskrete Zu-
fallsvariablen mit gemeinsamer Gewichtsfunktion px y (z,y),
dann ist die bedingte Gewichtsfunktion pxy (v | y) von X
gegeben Y definiert durch

px = P[X =x,Y = y;]

pxyy(@|y) =P X=z|Y =yl =

falls py (y) > 0 und 0 falls py (y) = 0.
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W.4 GEMEINSAME VERTEILUNGEN

Bedingte Dichte: Fiir zwei stetige Zufallsvariablen X und
Y mit gemeinsamer Dichte fx vy (z,y) ist die bedingte Dichte
[x|y von X gegeben Y definiert durch

fX,Y(x7y)
Ty (y)

falls fy (y) > 0 und 0 falls fy(y) =0.

fX|Y(~T | y) ==

W.4.3 Unabhéingigkeit

Unabhingigkeit: Die Zufallsvariablen Xi,..., X, heissen
unabhdngig, falls die gemeinsame Verteilungsfunktion das
Produkt der Verteilungsfunktionen der Randverteilungen ist:

n

van) = [ [ P (22)

i=1

F(l‘l,...

Im diskreten Fall sind Xq,...,

wenn

X, unabhingig, genau dann

ra) = [ [ px. (@)
i=1

gilt und analog im stetigen Fall, falls

p(z1,. ..,

W.4.4 Funktionen von Zufallsvariablen

Ausgehend von den Zufallsvariablen Xi,..., X,, kann man
mit einer Funktion g : R™ — R eine neue Zufallsvariable Y =
9(X1,...,X,) bilden.

Beispiel (Summe, diskret): Fiir die Gewichtsfunktion pz
der Summe Z = X + Y zweier diskreten Zufallsvariablen X
und Y mit gemeinsamer Gewichtsfunktion p erhélt man

Z PIX =a;,Y =z—z;] = Z p(xi, z2—x;)

T, EW(X) T €EW(X)

pz(2) =

Beispiel (Summe, stetig): Sind X und Y stetige Zufalls-
variablen mit gemeinsamer Dichte f, so ist die Verteilungs-
funktion Fz der Summe Z = X + Y gegeben durch

sz/ / (z,y)dydz °™ wﬂ// / f(z,v—z)dzdv

und somit auch die Dichte
= / flz,z —x)dx

i.i.d Annahme

fr=+

W.4.4.1

Die Abkiirzung i.i.d. kommt vom Englischen independent and
identically distributed. Die n-fache Wiederholung eines Zu-
fallsexperiments ist selbst wieder ein Zufallsexperiment. Fiir
die Zufallsvariablen X; der i-ten Wiederholung wird oft aus
Griinden der Einfachheit Folgendes angenommen:

ir Xq,...,X, sind paarweise unabhéngig.

ii: Alle X; haben dieselbe Verteilung.

JEROME DOHRAU
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W.4.4.2 Spezielle Funktionen von Zufallsvariablen

Wichtige Spezialfille sind die Summe S,, = >, X; und das
arithmetische Mittel X,, = 57“

1. Wenn X; ~ Be(p), dann ist S,, ~ Bin(n,p).

2. Wenn X; ~ P()\), dann ist S, ~ P(nA).

3. Wenn X; ~ N (u,0?), dann ist S, ~ N (np, no?).
Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt allgemein

E[S,] = nE[X;] Var[S,] = nVar[X}]
W.4.5 Erwartungswert

Hinweis: Der Erwartungswert einer n-dimensionalen Vertei-
lung wird als n-Tupel der Erwartungswerte aller Randvertei-
lungen E[X;] angegeben.

Satz (4.2): Fiir den Erwartungswert E[Y] einer Funktion
Y = g(Xy,...X,) der Zufallsvariablen Xj,..., X, gilt im
diskreten Fall

EY]= 3 glan,. . m)plen ... w0)

L1yeeeyp

und analog im stetigen Fall

[E[Y]:/.../g(xl,...,zn)f(xl,...,zn)dxn...dxl.
-

Satz (4.4): Seien Xi,...,X,, Zufallsvariablen mit endlichen
Erwartungswerten E[X1],...,E[X,], dann ist

a+ ibzXz] =a+ ibz[E[Xz]
=1 =1

E

W.4.6 Kovarianz und Korrelation

Kovarianz: Seien X und Y Zufallsvariablen mit E[X?] < oo

und E[Y?] < oo, dann ist die Kovarianz von X und Y gegeben
durch

Cov[X, Y] = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].

Es gelten folgende Rechenregeln:
i: Var[X] = E[X?] — E[X]2.
ii: Varfa + bX] = b*Var[X].
iii: Varfa+>_1, b:; X;] = Y1, b?Var[X;], fiir X; unabhéngig.
ivi Var[X 4+ Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y].
v: Cov[X,Y] = Cov[Y, X].
vi: Cov[X, X] = Var[X].
vii: Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y].
viii: Cov[X,a] = 0 fiir alle a € R.
ix: Cov[X,bY] = bCov[X,Y] fir alle b € R.
x: Cov[X,Y 4+ Z] = Cov[X, Y] + Cov[X, Z].
xi: Covla+ 377, b Xi, e+ 30, d;Y)]
=i Z;n=1 bid;Cov[X;, Y]
xii: Cov[X,Y] =0, falls X und Y unabhéngig.
Korrelation: Seien X und Y Zufallsvariablen, dann heisst
Cov[X,Y]
Var[X]/Var[Y]

Korrelation von X und Y. Ist Corr[X, Y] = 0, oder dquivalent
Cov[X,Y] =0, dann heissen X und Y unkorreliert.

Corr[X,Y] :=
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Hinweis: Die Korrelation misst die Stdrke und Richtung der
linearen Abhdngigkeit zweier Zufallsvariablen X und Y:

Corr[X,Y] =21 & Ja€R,0>0:Y =a£bX

Hinweis: Sind X und Y unabhéngig, dann ist Cov[X,Y] =0
und Corr[X, Y] = 0. Die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen
nicht.

W.5 Grenzwertsatze

W.5.1

Satz (Schwaches GGZ): Fiir eine Folge X, X5,... von
unkorrelierten Zufallsvariablen, die alle den Erwartungswert
p = E[X;] und die Varianz Var[X;] = 02 haben, gilt

Gesetz der grossen Zahlen

n—oo

Das heisst

PIXn—ul>¢ 0 Ve > 0.

Satz (Starkes GGZ): Fiir eine Folge X3, X3,... unabhén-
giger Zufallsvariablen, die alle den endlichen Erwartungswert
= E[X;] haben, gilt

_ 1 &
X, ::E;Xi

Das heisst

n—oo

— p=E[X;]. P-fastsicher

P [{w€Q|Yn(w) Ry =1

W.5.2 Zentraler Grenzwertsatz

Satz (ZGS): Sei X;, Xs,... eine Folge von i.i.d. Zufallsva-
riablen mit u = E[X;] und 02 = Var[X;], dann gilt fiir die
Summe S, = Y7 | X;

Sn—nu<t

sl

wobei @ die Verteilungsfunktion von A(0, 1) ist.

lim [P[ =®(t) VteR

n—o0

Hinweis: Die Summe S,, hat Erwartungswert E[S,]
und Varianz Var[S,] = no?. Die Grosse

:nlj/

_ Sp—nu S, —E[S,]
ay/n Var[S,,]

hat Erwartungswert 0 und Varianz 1. Fiir grosse n gilt zudem:

Sy

P[Sk < z] ~  O(x)

g* ap%ox.
n

N(
Sn ap%ox. N(
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W.5.3 Chebyshev-Ungleichung

Fiir eine Zufallsvariable Y mit Erwartungswert py und Vari-
anz 0% und jedes € > 0 gilt

2
9%

PIIY — pv] > < 2.
€

W.5.4 Monte Carlo Integration

= /0 o)

lasst sich als Erwartungswert auffassen, denn mit einer gleich-
verteilten Zufallsvariable U ~ U(0, 1) folgt

Das Integral

e 1
Elo(0)) = | sarfu(o)de = [ gla)da.
—o0 0
Mit einer Folge von Zufallsvariablen Uy, ..., U,, die unabhén-
gig gleichverteilt U; ~ U(0, 1) sind, lasst sich das Integral ap-
proximieren: Nach dem schwachen Gesetz der grossen Zahlen
gilt

39U =X Eg(U)] = 1.

i=1

9(Un) =

Sl

Statistik

S.1 Grundlagen

Stichprobe: Die Gesamtheit der Beobachtungen x4, ..., x,
oder der Zufallsvariablen X;,...,X,, wird Stichprobe ge-
nannt; die Anzahl n heisst Stichprobenumfang.

Empirische Verteilungsfunktion: Die empirische Vertei-
lungsfunktion F, zu den Messdaten x1,...,x, ist definiert
durch

Fa)= o< il=5 3 fi

Empirischer Mittelwert:

Empirische Varianz und Standardabweichung:

1 n
2 2 —\2
n n_lz(xl_l')

i=1

Empirisches Quantil: Das empirische a-Quantil zu den ge-
ordneten Daten z(1),...,2(,) ist gegeben durch

(1 = @)z + azgn) = 2w + a (T —Tw)

wobei k = |an] und « € (0,1). Damit liegt etwa der Anteil
« unterhalb des empirischen a-Quantils, und somit etwa der
Anteil 1 — o« oberhalb.

Empirischer Median: Der empirische Median ist definiert
als das 0.5-Quantil.
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S.2 Deskriptive Statistik

S.2.1 Histogramm

Bei grossem Stichprobenumfang n werden benachbarte Wer-
te zu einer Klasse zusammengefasst. Der Wertebereich der
Daten wird dadurch in disjunkte Intervalle (die Klassen) un-
terteilt.
i) Die Anzahl der Klassen sollte von der Grossenordnung
V/n sein.
ii) Die Klassenbreite sollte fiir alle Klassen gleich sein; als
Ausnahme kénnen die Klassen am linken und rechten
Rand grosser sein (Ausreisser).

200

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abb. 1: Histogramm einer standard-norvmalverteilten Zufallsvariable.

S.2.2 Boxplot

Aus einem Boxplot lisst sich folgendes ablesen:

a: empirischer Median
b: empirisches 0.25-Quantil
c: empirisches 0.75-Quantil
d: kleinster Datenwert x; mit b — x; < 1.5(c — b)
e: grosster Datenwert x; mit z; — ¢ < 1.5(c — b)
f: Ausreisser
- €
11 |
| c
10}
9l a
8t b
|
7t |
|
|
6f i d
sl
N
4t + f
N
1

Abb. 2: Boxplot
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S.2.3 QQ-Plot

Mit einem QQ-Plot (Quantil-Quantil) kann man die Abwei-
chung der Daten von einer gewidhlten Modell-Verteilung F
graphisch {iberpriifen.

Es werden die empirischen Quantile auf der y-Achse gegen-
iiber den theoretischen Quantilen auf der z-Achse geplottet.

S.3 Schatzer

Fiir eine Stichprobe X, ..., X, soll ein passendes Modell ge-
funden werden. Die Parameter ¢ = (91, ...,%,,) des Modells
versucht man mit einem Schédtzer T = (11, ..., T,,) aufgrund
der Stichprobe herauszufinden. Die Schéitzer sind Zufallsva-
riablen der Form T = ¢;(X1, ..., X,,) fiir eine geeignete Funk-
tion t; : R® — R. Durch Einsetzen von Daten x; erhélt man
Schatzwertwerte t;(z1,. .., x,) fir J;.

Erwartungstreu: Ein Schitzer T heisst erwartungstreu fiir
9, falls E[T] = ¢ (im Mittel wird richtig geschétzt).

Konsistent: Eine Folge von Schiitzern T n € N heisst
konsistent fiir 9, falls (™) fiir n — oo im Modell Py gegen
konvergiert. Das heisst fiir jedes ¥ € © und € > 0 gilt

lim P[|T™ — 9] > €] = 0.

n—oo
Hinweis: Der Grundraum 2 und die Menge der beobacht-
baren Ereignisse F sind fest. Die Wahl des Parameters ¢ aus
dem Parameterraum © hat aber Einfluss auf das Wahrschein-

lichkeitsmass Py. Mit Ey wird der Erwartungswert unter Py
bezeichnet.

S.3.1

Moment: Das k-te Moment einer Zufallsvariablen X im Mo-
del Py ist

Momenten-Methode

Hi = ,uk(ﬁ) = [Eg[Xk].

Stichprobenmoment: Das k-te Stichprobenmoment von
Zufallsvarialben Xi,..., X, ist

1 n
[y == — Xk,
Kk n; i

Die Parameter ¢; der theoretischen Verteilung werden als
Funktion der Momente p; angegeben.
fir j e {1,...,m}

Den Momentenschitzer fiir ¢ = (¥4, ...,9,,) erhdlt man, in-
dem man die Stichprobenmomente in die Funktionen der Mo-
mente einsetzt; der Schitzer ist also T = (11, ..., T,,) mit
fir j € {1,...,m}

Ty = gj(fir,- - -, flm)

Beispiel: Gegeben seien n unabhingige Realisierungen
Z1,..., Ty einer Zufallsvariablen X ~ P(A). Es gilt E[X] = A.
Fiir die Funktion g; kann also die Idenditit gewdhlt werden.
Der Momentenschétzer ist somit

AMM = fi1 =

n
E T, =T.
=1

3=
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Es gilt aber auch Var[X] = E[X?] — E[X]? = A. Es kann also
auch gy (p1, pe) = pg — ,u% gewdhlt werden. Dadurch erhéilt
man einen anderen Momentenschéitzer

n

/\MM = (Tll Zl‘?) — (Z l‘i) = %Z($z —§)2

i=1

S.3.2 Maximum-Likelihood

Es wird von einer Zufallsvariable X1, ..., X,, ausgegangen, de-
ren gemeinsame Dichte f(¢1,...,t, | ¥) von einem Parameter
¥ abhéngt. Die Likelihood-Funktion L ist gegeben durch

L(x1,y... 20 | 0) = f(z1,..
Anschaulich ist das die Wahrscheinlichkeit!, dass im Modell
Py die Stichprobe X1, ..., X,, die Werte x1, ..., z, liefert. Um
eine moglichst gute Anpassung des Modells an die Daten zu
erreichen, wird der Likelihood-Schatzer als Funktion von o
maximiert.

S Zn | D).

Hinweis: Im diskreten Fall wird lediglich die Dichte f durch
die Gewichtsfunktion p ersetzt.

Oft sind die Zufallsvariablen X; unter Py i.i.d. mit Dichte-
funktion f(t | ¥), so dass sich die Likelihood-Funktion verein-

facht zu
n

L(xy,... oz | 0) =[] fla: | 0).

i=1

Aufgrund der Monotonie des Logarithmus kann dann die loga-
rithmierte Likelihood-Funktion verwendet werden, ohne dass
sich dadurch das Maximum der Funktion verschiebt.

log L(z1,...,2n | ) =Y _log f(; | V)
=1

Beispiel: Gegeben seien n unabhingige Realisierungen
Z1,...,%, einer Zufallsvariable X ~ FEzp()\) mit Dichte
f(t) = Xe™*1[g o)(t) und unbekanntem Parameter A. Fiir
die Likelihood-Funktion erhilt man

LO) = L1, | A) =[] re™

i=1

und durch logarithmieren
log L(A) = Z log Ae " = nlog A — X le
i=1 i=1
Zur Bestimmung des Maximums wird die Ableitung nullge-

setzt:

d n i |
alogﬂ()\)zx—;mizo = ALH =

n

Z?:l Ti

Aus %ﬁ()\) = —5z < 0 fiir A > 0 folgt, dass es sich auch
tatsdchlich um ein Maximum handelt.

Loder zumindest das stetige Pendant zur Wahrscheinlichkeit.

JEROME DOHRAU
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S.4 Tests

S.4.1 Fehler 1. und 2. Art

Fehler 1. Art: Die Hypothese wird zu Unrecht abgelehnt,
d.h. obwohl sie richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art ist

Py[T € K] fiir 9 € Oy.

Fehler 2. Art: Die Hypothese wird akzeptiert, obwohl sie
falsch ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist

[|>19[T¢K]:17[P§[T€K] fiir ¥ € ©4.

S.4.2 Mogliches Vorgehen

Ausgangspunkt ist eine Stichprobe X, ..., X, in einem Mo-

dell Py mit unbekanntem Parameter ¥ € ©.

1: Aufgrund einer Vermutung, wo sich der richtige Parame-
ter ¥ befindet, werden eine Hypothese ©¢9 C O und eine
Alternative © 4 C © mit Oy N O 4 = () formuliert:

Hypothese Hy : ¥ € O
Alternative Hyq : 9 € O4

Hinweis: Die Hypotese (bzw. Alternative) heisst einfach,
falls sie nur aus einem einzelnen Wert besteht, also z.B.
@() = {190} (bZW. @A = {19,4})

2. Es wird eine Teststatistik T = t(X1,...,X,) gewahlt,
wobei ¢t : R” — R eine geeignete Funktion ist.
3. Es wird ein Signifikanzniveau o € (0,1) gew&hlt.
4. Ein Verwerfungsbereich K C R wird konstruiert, so dass
sup Py[T € K] < a.
YEBO
Dadurch wird die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art
durch a beschrinkt.
5. Die Hypothese wird verworfen, falls der realisierte Wert
t(z1,...,x,) im Verwerfungsbereich K liegt.

Hinweis: Alternative zu Schritt 4 und 5: Der P-Wert p wird
berechnet und die Hypothese verworfen, falls p < a.

P-Wert: Der P-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter
der Nullhypothese Hy ein zufilliger Versuch mindestens so
extrem ausfillt, wie der beobachtete Wert t.

Macht: Die Macht eines Tests ist die Funktion
ﬁ:@A—>[071], 19I—>ﬁ(19) = [Pﬂ[TEK].

Das Maximieren der Macht §(1)) entspricht dem Minimieren
der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art 1 — () =
[Pig[T ¢ K] fir 9 € ©4.

S.4.3 Likelihood-Quotienten Test

Als Teststatistik wird der Likelihood-Quotient R gewéhlt, wo-
bei L die Likelihood-Funktion ist:

sup ﬁ(xl,...,xn | 19)
Y€Og
T:=R ey L) =
(xla ) & ) Sup E(Il,..-,xn ‘ 19)
LISISPY
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Ist dieser Quotient klein, sind die Beobachtungen im Modell
Po, deutlich wahrscheinlicher als im Modell Pg,. Der Ver-
werfungsbereich K := [0,¢) wird so gew&hlt, dass der Test
das gewiinschte Signifikanzniveau einhalt.

Hinweis: Sind Hypothese und Alternative beide einfach, so
ist der Test optimal (nach Neyman-Pearson-Lemma).

S.4.4 z-Test

Seien X1,..., X, g N (Y9, 0?) unter Py, mit bekannter Va-
rianz o2. Es soll die Hypothese Hy : 9 = g getestet werden.
Mogliche Alternativen H4 sind 9 > 9o, ¥ < 9o (einseitig)
oder 9 # ¥y (zweiseitig). Die Teststatistik ist

Yn - 190
ox//n
unter dem Modell Py,. Der Verwerfungsbereich ist von der

Form (cs,00), bzw. (—00,c¢<), bzw. (—00, —cx) U (cx,00).
Zum Beispiel liefert die Bedingung

T:= ~ N(0,1)

o = [PﬁO[T c K>] = PﬁO[T > C>] =1- (D(C>),

dass cs = @7 1(1 — ), also das (1 — a)-Quantil der N(0,1)-
Verteilung, sein muss.

S.4.5 t-Test
Seien X1,..., X, "= N (o, 0?) unter Py wobei 9 = (i, 0?)
und insbesondere die Varianz o2 unbekannt ist. Die Hypothe-
se Hp : p = po soll getestet werden. Die unbekannte Varianz
o? wird durch den Schitzer s> = - 3"" | (X; — X)? (empi-
rische Varianz) ersetzt. Danach kann mit der Teststatistik

Xn — o
s/\/n

gleich wie beim z-Test vorgegangen werden.

T := Ntn_l

S.4.6 Gepaarter Zweistichprobentest

Seien Xj<i<n Lkd- N(px,0?) und Yi<i<y, iLd- N (py,0?) un-
ter Py. Falls man eine natiirliche Paarbildung zwischen Xj;
und Y; hat, lasst der Test zum Vergleich von px und py auf
eine Stichprobe zuriickfithren:

iid.

Zi=X; =Y "X N (g — py, 20°)

S.4.7 Ungepaarter Zweistichprobentest
. iid.

Seien Xlgign ~

unter Py.

a) Ist 02 bekannt, so ist die Teststatistik

ii.d.

N(ux,0?) und Yicicm ~ N(uy,o?)

(Yn - ?m) — (px — py)
+

T:= ~N(0,1).

o 1
m

S|
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b) Ist 02 unbekannt, berechnet man

1
st i= e (N = Dsk + (m = 1)sy)

und wahlt fiir die Teststatistik

S.4.8 Konfidenzbereiche

Konfidenzbereich: Ein Konfidenzbereich fiir ¥ zu den Stich-
proben Xi,..., X, ist eine Menge C(X1,...,X,) C . In
den meisten Fillen ist das ein Intervall, dessen Endpunkte
von X1,...,X, abhingen.

C heisst ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «, falls gilt

[Pg[ﬁEO(Xl,...,Xn)] >1—-«

Anhang

A.1 Kombinatorik

Ziehen von k Elementen aus einer Menge mit n Elementen

’ | geordnet | ungeordnet |

mit zuriicklegen nk (m_: _1)

ohne zuriicklegen (nf!k), (Z)

A.2 Reihen und Integrale

n _ n(n+1)
Zk:l k= 2
Zn K2 = n(n+1)(2n+1)
k=1 - 6
n [ 1—qt!
Zk:o aoq = Qo 1—q
00 ko _ ag
Zk:o aopq - 1—q
oo k _ a
YheoaE = e jal > 1
oo gP _ x
dk—oF = €

Partielle Integration:

b b
/ F(@)g(@)de = [f(2)g(2)]’ — / f(2)g (@)da

Substitutionsregel:

b tmg(x) (9O
/ F(g(x))g/ (z)da T2 / f(ta

(a)
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A2 REIHEN UND INTEGRALE

Bei den folgenden Integralen wurden die Integrationskonstan-

ten weggelassen.

Jadz

fz:a dz

J(az + b)¢dz
[

| de
fﬁdx

f e dx
[ xe® dx

f x2e dx

[ log|z| dx
[ log,|x| dz
[ z*logzdx
[ Llogzdx

[ sin(az + b) dz
[ cos(ax + b) dz
Jtanax da

S sz do
[
[sin® z dx

[ cos? zdz

[ tan? z dz

I'(@)
| Fy dw

axr

1 a
RS
a(clJrl) (az + b)CJrlv
log|x|,
Lloglax + b|

L arctan £
a a

6(11)

%(ax -1

2
ar (zZ _ 2z 4 2
€ (a a2+a3>

Q=

®

z(loglz| — 1)
z(log,|z| — log, e)
zot! 1
atT (10%5” - aTl) :

17,2
5 log” z,

1

a

L sin(az +b)

cos(ax + b)

— log|cos z|
log|tan |
log|tan(§ + 7|
+(x —sinzcosx)
3(x + sinz cos x)

tanx — x

log|f ()|

a# —1
c# -1
x#0

a#—-1,z>0
z>0
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